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Introduction
Dans cet article, nous appelons surface re´gle´e toute surface de P3 recouverte par une famille
de dimension 1 de droites de l’espace, ce sont les ge´ne´ratrices de la surface. Cette de´finition
correpond a` la notion historique de surface re´gle´e. Une telle surface est de´finie par une courbe
trace´e sur la grassmannienne G des droites de P3. La surface est rationnelle si la courbe de G
l’est. Le lieu singulier de la surface est l’ensemble des points d’intersection de deux ge´ne´ratrices.
Dans [P1], nous avons constate´ que dans le cas des surfaces quintiques rationnelles re´gle´es,
le lieu singulier de la surface de´termine comple`tement la surface. Nous nous proposons dans cet
article d’e´tudier le proble`me suivant :
Proble`me : Toute surface rationelle re´gle´e est-elle de´termine´e par son lieu singulier ?
Nous e´tudierons ce proble`me pour les surface rationnelles re´gle´es parame´tre´es. L’ensemble
de ces surfaces est repre´sente´ par le sche´ma Mord(P
1,G) des morphismes de degre´ d de P1 dans
G (voir [GR]). Pour tout morphisme f , la surface correspondante est de´finie par la courbe f(P1)
et le morphisme nous donne un parame´trage de cette courbe par P1. La varie´te´ Mord(P
1,G) est
irre´ductible et lisse de dimension 4d + 4 (voir [P2]). Elle est munie d’actions de PGL2 et de
PO(q) ou` q est la forme quadratique de´finissant G dans P5. Nous identifierons PGL4 a` PSO(q).
Le lieu singulier abstrait d’une surface rationnelle parame´tre´e f ∈ Mord(P
1,G) est de´fini par :
De´finition : Le lieu singulier abstrait de la surface f est l’ensemble des paires de ge´ne´ratrices
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qui se coupent, on le note Ψ(f).
C’est en ge´ne´ral une courbe de degre´ d − 2 de S2P1. Une surface rationelle re´gle´e de degre´
infe´rieur a` 2 ge´ne´rale est lisse. Nous supposerons donc que d ≥ 3. De plus, si la surface f ou sa
duale est un coˆne, alors son lieu singulier abstrait est S2P1 tout entier. Notons Rd l’ouvert de
Mord(P
1,G) des morphismes f tels que l’image f(P1) n’est pas contenue dans un plan totalement
isotrope pour la forme quadratique q. Pour un morphisme f du ferme´ comple´mentaire, la courbe
f(P1) est contenue dans un (α)-plan ou un (β)-plan de G, la surface ou sa duale est alors un
coˆne et son lieu singulier abstrait n’est plus une courbe de P(S2). Nous verrons que pour tout
e´le´ment f de Rd, le lieu singulier abstrait Ψ(f) est une courbe de S
2
P
1. La varie´te´ Rd est munie
d’action de PGL2 et PO(q). L’action induite de PGL4 identifie´ a` PSO(q) est l’action du groupe
des automorphismes de P3 sur les surfaces.
Nous e´tudions le morphisme Ψ qui a un e´le´ment de Rd associe son lieu singulier abstrait et
montrons le the´ore`me suivant qui re´pond au proble`me pour le lieu singulier abstrait :
The´ore`me : (ı) Pour d ≥ 3, le morphisme Ψ est ge´ne´riquement injectif modulo isomophisme
et dualite´ : la fibre ge´ne´rale de Ψ est une orbite sous PO(q). Pour d ≥ 5 la fibre ge´ne´rale est
isomorphe a` PO(q) ⋍ PGL4 ⋉ {±1}.
(ıı) La varie´te´ Rd est irre´ductible de dimension 4d+ 4. Le morphisme Ψ est dominant pour
d compris entre 3 et 5. Pour d ≥ 6, son image est rationelle, normale de dimension 4d − 11
re´gulie`re en codimension d− 5 et de degre´ :
d−6∏
k=0
(
d+1+k
d−5−k
)
(
2k+1
k
)
Pour montrer ce re´sultat, nous utilisons l’isomorphisme exceptionnel entre PSO(q) et PGL4
qui nous permet d’avoir deux points de vue sur G. Nous de´finissons ainsi deux morphismes
naturels Ψ et Φ de la varie´te´ de Rd dans l’espace projectif des courbes de degre´ d− 2 du plan.
Nous montrerons que ces morphismes sont e´gaux.
Plus pre´cisement, nous de´crirons une stratification de la varie´te´ Rd et montrerons que Φ et Ψ
co¨ıncident sur la plus petite strate. Nous montrerons que la varie´te´ Rd est plonge´e dans un espace
projectif et que Φ et Ψ sont alors line´aires pour ce plongement. La strate minimale engendrant
cet espace, nous concluons a` l’e´galite´ des morphismes. Le morphisme Φ nous permettra de
montrer l’injectivite´ ge´ne´rique et de ve´rifier que l’image, qui pourra eˆtre vue comme varie´te´
de´terminantielle, est normale de lieu singulier en codimension d− 4 et du degre´ annonce´. Nous
donnerons au dernier paragraphe une parame´trisation birationnelle de l’image de Ψ ce qui nous
permettra d’affirmer que cette varie´te´ est normale.
Par ailleurs, nous montrerons l’existence d’un “espace de modules des surfaces rationnelles
re´gle´es parame´tre´s ” M(d) comme bon quotient de Rd par PGL4. Nous e´tudierons quelques
sous-varie´te´s remarquables de Rd ainsi que leurs images par Ψ. Nous donnerons e´galement une
compactification de Rd et nous de´crirons l’image du bord. Enfin, nous e´tudierons le cas des
surfaces de degre´ 5 et retrouverons des re´sultats de [P1] sur la position relative d’une cubique
et d’une conique.
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Remerciements : Je tiens ici a` remercier mon directeur de the`se Laurent Gruson pour toute
l’aide qu’il m’a apporte´e durant la pre´paration de ce travail.
Notations : (ı) Notons Sn la representation irre´ductible de dimension n + 1 de SL2. Nous
identifierons Sn et Sˇn graˆce a` la forme biline´aire SL2-invariante sur Sn (pour plus de de´tails
sur les repre´sentation de SL2, voir [SP]). Le plan P(S2) contient une conique canonique C0 qui
est l’image du plongement de Veronese de P(S1). Si X est une courbe de degre´ n de P(S2), on
appelera polygoˆne de Poncelet associe´ a` X tout polygoˆne complet dont les coˆte´s sont tangents
a` C0 et dont les sommets sont sur X. La courbe X sera dite en relation de Poncelet avec C0
si elle posse`de au moins un polygoˆne de Poncelet a` n + 1 coˆte´s associe´. On note Pn l’ensem-
ble de ces courbes. On note Ka le fibre´ de Schwarzenberger conoyau de l’injection suivante :
Sa−2⊗OP(S2)(−1) −→ Sa⊗OP(S2).
(ıı) Nous noterons Ga le groupe Aut(OP1(a) ⊕ OP1(d − a))/C
∗ des automorphismes modulo
homothe´ties du faisceau OP1(a)⊕OP1(d− a).
(ııı) Notons V l’espace vectoriel H0OP3(1). La forme quadratique q de´finissant G est donne´e par
le produit exte´rieur sur Λ2V . Nous identifierons Λ2V et Λ2Vˇ graˆce a` q. Notons K (resp. Q) le
sous-fibre´ (resp. quotient) tautologique de G, on a la suite exacte suivante :
0 −→ K
i
−→ V⊗OG
pi
−→ Q −→ 0
Remarque 1. (ı) Le lieu singulier abstrait Ψ(S) d’une surface S donne des informations sur la
ge´ome´trie du lieu singulier de S : les points pinces de la surface sont exactement les points de
Ψ(S)∩C0. Les points triples de S ou de sa duale correspondent aux triangles de Poncelet associe´s
a` Ψ(S). Plus ge´ne´ralement les polygoˆnes de Poncelets a` n coˆte´s associe´s a` Ψ(S) correspondent
aux points n-uples de S ou de sa duale (ceux-ci peuvent eˆtre de´finis graˆce aux techniques de
[ACGH] et aux incidences points/diviseurs sur P1). Enfin, la surface S est de´veloppable si et
seulement si Ψ(S) contient la conique C0.
(ıı) Un e´le´ment f ∈ Mord(P
1,G) de´finit une surface de P(V ) de la fac¸on suivante : la varie´te´
d’incidence points/droites I entre P(V ) et G est de´finie au dessus de G par PG(Q) (Q est le fibre´
quotient tautologique). Ainsi, le pull-back par f de Q de´finit un morphisme de la surface re´gle´e
PP1(f
∗Q) dans I. Par projection, on obtient une surface rationnelle S de degre´ d de P(V ). Si on
effectue cette construction pour le fibre´ Kˇ on obtient alors une surface rationnelle Sˇ de degre´ d
de P(Vˇ ) qui est la surface duale de S. Nous dirons qu’une surface S est autoduale si il existe un
isomorphisme entre P(V ) et P(Vˇ ) qui identifie S et Sˇ.
(ııı) L’action de PGL(V ) pre´serve les fibre´s tautologiques K et Q de la grassmannienne.
Par contre, l’action de PO(q) e´change Q et Kˇ. Nous pouvons ainsi caracte´riser les surfaces
autoduales comme e´tant de´finies par des morphismes f ∈ Mord(P
1,G) tels que l’orbite de f sous
PO(q) est la meˆme que celle sous PSO(q). Nous verrons (proposition 4) que ceci est e´quivalent
a` dire, pour une surface assez ge´ne´rale, que la courbe correspondante sur G est trace´e sur un
hyperplan de P(Λ2V ) non tangent a` G.
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1 Comparaison de deux morphismes
1.1 Une stratification de Rd
Soit f ∈ Mord(P
1,G), le faisceau f∗Q est localement libre de rang 2 et de degre´ d sur P1.
C’est par de´finition un quotient de V⊗OP1 (graˆce a` la fle`che f
∗pi) et il est de´compose´. Nous
avons donc une identification f∗Q ⋍ OP1(a) ⊕ OP1(d − a) avec 0 ≤ a ≤ d. Ceci nous ame`ne a`
donner la de´finition suivante :
De´finition 1. Un e´le´ment f ∈ Mord(P
1,G) est dit de type a (avec 0 ≤ a ≤ [d2 ]) si f
∗Q est
isomorphe a` OP1(a)⊕OP1(d− a). Cette de´finition est PSO(q) et PGL2 invariante. Notons Rd,a
(resp. R′d,b) l’ensemble des surfaces parame´tre´es de type a (resp. dont la duale est de type b).
Remarque 2. (ı) Le type de la duale est de´termine´ par la de´composition de Kˇ (et donc par
celle de K). Cette notion n’est donc pas invariante par dualite´.
(ıı) Une surface de Rd,0 est un coˆne de degre´ d. Les varie´te´s Rd,0 et R
′
d,0 ne sont donc pas
contenues dans Rd mais adhe´rentes a` Rd. Ceci nous permet d’affirmer que pour tout e´le´ment
f ∈ Rd, l’application line´aire V −→ H
0(f∗Q) est injective (sinon la duale est de type nul).
Proposition 1. Dans Mord(P
1,G), les varie´te´s Rd,a (resp. R
′
d,a) sont de´terminantielles, de
codimension d − 2a − 1 si a < d2 et nulle si a =
d
2 . Elles forment une stratification. Les deux
stratifications sont inde´pendantes : l’intersection Rd,a∩R
′
d,b est de codimension 2d−2(a+b)−2.
De´monstration : Soit fu le morphisme universel de P
1 ×Mord(P
1,G) dans G×Mord(P
1,G)
(on note p et q les projections du premier produit et p′ et q′ celles du second), la varie´te´ Rd,a
est donne´e par le lieu ou` la fle`che de fibre´s vectoriels :
R1p∗(f
∗
up
′∗K ⊗ p∗OP1(−[
d
2
]− 1)) −→ R1p∗(f
∗
up
′∗V ⊗ p∗OP1(−[
d
2
]− 1))
a un conoyau de dimension [d2 ] − a − 1. Ceci permet de voir que ces varie´te´s forment une
stratification de Mord(P
1,G). De la meˆme fac¸on on a une stratification par le type de la duale.
On peut e´galement voir les surfaces de type a comme le lieu ou` la fle`che de fibre´s vectoriels :
R1p∗(f
∗
up
′∗K ⊗ p∗OP1(−a− 2)) −→ R
1p∗(f
∗
up
′∗V ⊗ p∗OP1(−a− 2))
a un conoyau de dimension un. Dans ce cas la varie´te´ Rd,a a la codimension attendue comme
varie´te´ de´terminantielle (voir la remarque 3 pour la dimension de Rd,a).
Pour de´terminer l’intersection de deux strates de chacune des stratifications, on cherche les
points f ∈ Mord(P
1,G) qui correspondent a` des surfaces de type a dont la duale est de type
b. Ceci revient a` dire que l’on a les identifications suivantes : f∗K ⋍ OP1(−b) ⊕ OP1(b − d) et
f∗Q ⋍ OP1(a) ⊕ OP1(d − a). Le “pull-back” de la suite exacte tautologique de G a` P
1 nous
permet de voir V⊗OP1 comme un e´le´ment de PExt
1(OP1(a)⊕OP1(d−a),OP1(−b)⊕OP1(b−d)).
Re´ciproquement, pour qu’une telle extension convienne, il faut et il suffit que le faisceau E
obtenu soit trivial. Ceci se traduit par les e´galite´s h0E(−1) = h1E(−1) = 0 ou encore par le fait
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que le morphisme Sa−1 ⊕ Sd−a−1 −→ Sb−1 ⊕ Sd−b−1 obtenu est un isomorphisme. Ceci est le
cas pour un ouvert U de nos extensions. Regardons alors U ×PGL4, nous avons un morphisme
de ce produit vers Rd : le faisceau E est trivial, un e´le´ment de PGL4 nous permet d’identifier
le faisceau OP1(a) ⊕ OP1(d − a) quotient de E a` un quotient de V⊗OP1 ce qui nous de´finit un
morphisme f de P1 dans G. Par de´finition, le “pull-back” par f∗ de la suite exacte tautologique
de G a` P1 est l’extention de de´part. La surface ainsi obtenue est de type a et sa duale est de type
b. La fibre de ce morphisme est exactement donne´ par les orbites sous Ga × Gb. Ceci vient du
choix d’une identification de f∗K avec OP1(−b)⊕OP1(b−d) et de f
∗Q avec OP1(a)⊕OP1(d−a).
Il est facile de ve´rifier que l’action de Ga × Gb est libre. La codimension de l’image, qui est
Rd,a ∩R
′
d,b, est donc 2d− 2(a+ b)− 2.
Parame´trisation des surfaces de type a.
Si on a un e´le´ment f ∈ Mord(P
1,G) de type a, alors on peut conside´rer la fle`che sur les
sections H0(f∗pi) : V −→ H0(f∗Q) qui est, apre`s identification de H0(f∗Q) avec Sa ⊕ Sd−a,
une application line´aire de V dans Sa ⊕ Sd−a (injective si f est dans Rd d’apre`s la remarque
2). Re´ciproquement, pour se donner une surface de type a, il suffit de se donner une application
line´aire injective de V dans Sa ⊕ Sd−a telle que la fle`che V⊗OP1 −→ OP1(a) ⊕OP1(d − a) soit
surjective.
Il est donc naturel de conside´rer l’ouvert Fa de PHom(V, Sa⊕Sd−a) des applications line´aires
injectives telles que la fle`che induite V⊗OP1 −→ OP1(a) ⊕ OP1(d − a) sur les faisceaux soit
surjective. L’ensemble des orbites de Fa sous PGL(V ) forme un ouvert Gra de la grassmannienne
G(4, Sa ⊕ Sd−a). Le groupe Ga agit sur Fa et sur Gra. Un e´le´ment de Fa de´finit un quotient
localement libre de rang 2 et de degre´ d de V⊗OP1 qui correpond a` un morphisme de P
1 dans
G. Ceci de´finit un morphisme Πa de Fa dans Mord(P
1,G).
Remarque 3. (ı) L’image du morphisme Πa est exactement Rd,a. Les fibres de Πa sont les
orbites sous l’action de Ga : il s’agit du choix de l’identification entre f
∗Q et OP1(a)⊕OP1(d−a).
Il est facile de ve´rifier que l’action de Ga sur Fa est libre. La varie´te´ Rd,a est donc irre´ductible
de dimension 3d+ 2a + 5 si a < d2 et 4d + 4 si a =
d
2 . De plus, on peut ve´rifier que l’action est
propre et donc libre, ainsi les varie´te´s Rd,a et R
′
d,b sont lisses (voir [KO]).
(ıı) Si on a un morphisme u de Rd (ou meˆme de Rd,a) vers un sche´ma X tel que u est
PGL(V )-invariant alors on a un morphisme ua de Gra dans X qui se factorise par u.
1.2 L’espace des modules des surfaces
L’injection canonique de G dans P(Λ2V ) de´finit par composition une immersion du sche´ma
Mord(P
1,G) dans Mord(P
1,P(Λ2V )). Ce dernier sche´ma est l’ouvert des e´le´ment ψ de l’espace
projectif P(Hom(Λ2V, Sd)) tels que la fle`che ψ˜ : Λ
2V⊗OP1
ψ
−→ Sd⊗OP1 −→ OP1(d) est surjective.
Ainsi la varie´te´ Rd est le localement ferme´ de P(Hom(Λ
2V, Sd)) de´fini par la condition pre´ce´dente
et le fait que le morphisme de P1 dans P(Λ2V ) correspondant se factorise par G.
Nous e´tudions dans ce paragraphe l’action du groupe PGL(V ) sur P(Hom(Λ2V, Sd)). Nous
identifions les points stables et semi-stables pour cette action et montrons qu’il existe un bon
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quotient de Rd par PGL(V ). Nous l’appelerons “espace des modules des surfaces” et le noterons
M(d). Remarquons que les points stables et semi-stables de P(Hom(Λ2V, Sd)) pour l’action de
PO(q) sont les meˆmes que ceux pour l’action de PGL(V ), le premier e´tant une extension de
degre´ 2 du second.
Proposition 2. (ı) Un point ψ de P(Hom(Λ2V, Sd)) est instable si et seulement si il existe un
vecteur v ∈ V ou vˇ ∈ Vˇ tels que Imtψ est contenu dans v ∧ V ou dans Ker(Λ2V
v˜
−→ V ) ou`
v˜ = vˇ ∧ IdV − IdV ∧ vˇ.
(ıı) Un point ψ de P(Hom(Λ2V, Sd)) est non stable si et seulement si il existe un vecteur
z = v∧w ∈ Λ2V tel que Imtψ est contenu dans z⊥ l’orthogonal de z pour la forme quadratique q.
De´monstration : Conside´rons une base (ei)i∈[1,4] de V et un sous-groupe a un parame`tre de
SL(V ) diagonalise´ dans cette base de telle sorte qu’il agisse avec un poids αi sur ei et que l’on
ait α1 ≥ α2 ≥ α3 ≥ α4 avec α1 + α2 + α3 + α4 = 0.
Nous pouvons alors ve´rifier qu’un e´le´ment x =
∑
i<j ai,jei ∧ ej avec ai,j ∈ Sd est instable
pour ce sous-groupe si et seulement si a1,4 = a2,4 = a3,4 = 0 ou a2,3 = a2,4 = a3,4 = 0. Ceci est
e´quivalent a` dire que x est dans Ker(Λ2V
e˜4−→ V ) ou dans e1 ∧ V .
De meˆme, l’e´le´ment x est non stable pour ce sous-groupe si et seulement si a3,4 = 0 ce qui
signifie que x est dans l’orthogonal de e1 ∧ e2 pour la forme quadratique q.
Remarque 4. Nous pouvons traduire ge´ome´triquement la proposition pre´ce´dente. Soit f un
e´le´ment de Mord(P
1,P(Λ2V )), il est instable si et seulement si f(P1) est contenu dans un plan
isotrope pour q. Il est non stable si et seulement si f(P1) est contenu dans un hyperplan tangent
a` la grassmannienne.
Corollaire 1. Il existe un bon quotient, note´ M(d), de la varie´te´ Rd. C’est l’espace des modules
des surfaces rationnelles re´gle´es parame´tre´es.
De´monstration : Il suffit de montrer que tous les points de Rd sont semi-stables. Mais la
remarque pre´ce´dente nous permet de dire qu’un point f ∈ Rd est semi-stable si et seulement
si la courbe f(P1) n’est pas contenue dans un (α)-plan ou un (β)-plan de G ce qui signifie
exactement que la surface et sa duale ne sont pas des coˆnes.
Remarque 5. L’espace des modules M(d) est normal comme bon quotient d’une varie´te´ lisse
(voir [MFK]). De plus sur l’ouvert des points stables, l’action de PGL(V ) est libre (voir propo-
sition 4 pour l’e´tude des orbites) et ferme´e ([MFK] proposition 2.4) donc ([MFK] proposition
0.9) la varie´te´ M(d) est lisse sur l’image de l’ouvert des points stables. Elle est donc re´gulie`re
en codimension 2d−8 (voir proposition 4 pour la dimension de l’image des points semi-stables).
1.3 Le morphisme vers le lieu singulier
Le lieu singulier d’une surface rationnelle re´gle´e est l’ensemble des points de la surface qui sont
sur deux ge´ne´ratrices. Nous de´finissons maintenant sche´matiquement le lieu singulier abstrait
d’une surface rationnelle re´gle´e parame´tre´e. Nous utilisons pour ceci les techniques de [ACGH]
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et l’incidence point/diviseur sur P1. Nous ve´rifions que c’est une courbe de S2P1 sauf si la surface
ou sa duale est un coˆne.
Soit f un e´le´ment de Mord(P
1,G), alors f∗pi est une sujection de V⊗OP1 dans f
∗Q qui est
un faisceau localement libre de rang 2 et de degre´ d. Notons q et p les projections de la varie´te´
d’incidence de S2P1×P1 sur le premier et le second facteur, nous pouvons construire la compose´e
suivante : V⊗OP(S2) −→ V ⊗ q∗p
∗OP1 −→ q∗p
∗(f∗Q). Soit R le conoyau de cette fle`che.
De´finition 2. Le lieu singulier abstrait de f ∈ Mord(P
1,G) est le 0ie`me ide´al de Fitting du
faisceau R de´fini ci-dessus. Ensemblistement, il correspond aux paires de ge´ne´ratrices qui se
rencontrent, on le note Ψ(f).
Lemme 1. Soit f ∈ Mord(P
1,G), le sche´ma Ψ(f) est une courbe de degre´ d− 2 si et seulement
si f est dans Rd. L’application Ψ ainsi de´finie sur Rd est PO(q)-invariante et a` valeurs dans
P(Sd−2S2), la varie´te´ des courbes de degre´ d− 2 de P(S2).
De´monstration : Le lieu singulier abstrait est une varie´te´ de´terminantielle, il est donc vide
ou de codimension au plus 1. Il ne peut eˆtre vide si le degre´ de la surface est au moins 3 et si
il est de codimension nulle, ceci signifie que toutes les ge´ne´ratrices de la surface se rencontrent.
Ceci n’est possible que si la surface ou sa duale est un coˆne.
Le faisceau R admet la re´solution suivante :
H0(f∗Q(−2)) ⊗OP(S2)(−1)
A
−→ (H0(f∗Q)/V )⊗OP(S2) −→ R −→ 0
Ainsi le lieu singulier abstrait est une courbe de degre´ d− 2 sur P(S2) pour tout f ∈ Rd et son
e´quation est donne´e par le de´terminant de A.
Pour montrer l’invariance sous PO(q) il suffit de prouver l’invariance par dualite´ et par
PSO(q) ⋍ PGL(V ). L’invariance sous PGL(V ) est e´vidente car le lieu singulier abstrait ne
de´pend que de l’image de V dans H0(f∗Q). Pour l’invariance par dualite´, on dualise la suite
exacte pre´ce´dente :
0 −→ (H0(f∗Q)/V )ˇ⊗OP(S2)(−1) −→ H
0(f∗Q(−2))ˇ⊗OP(S2) −→ Ext
1(R(1),OP(S2)) −→ 0
En tenant compte des isomorphismes donne´s par la dualite´ de Serre entre (H0(f∗Q)/V )ˇ et
H0(f∗Kˇ(−2)) et entre H0(f∗Q(−2))ˇ et H0(f∗Kˇ)/Vˇ , on voit que la fle`che de´finissant le lieu
singulier de la duale est la transpose´e de A. Ainsi son de´terminant est le meˆme. Cette application
est donc invariante sous l’action de PO(q).
Proposition 3. L’application Ψ se factorise par Gra au dessus de Rd,a, le morphisme Ψa ainsi
obtenu est PGL2-line´aire pour le plongement de Plu¨cker de Gra dans P(Λ
4(Sa ⊕ Sd−a)).
De´monstration : Le morphisme Ψ est invariant sous PGL(V ) il se factorise donc par Gra au
dessus de Rd,a (remarque 3). Sur Gra × P(S2) le morphisme Ψa est donne´ par le de´terminant
de l’application suivante (on note V le sous-fibre´ tautologique et pr1 et pr2 les projections sur le
premier et le second facteur) :
(Sa−2 ⊕ Sd−a−2)⊗ pr2
∗OP(S2) −→ ((Sa ⊕ Sd−a)/pr1
∗V)⊗ pr2
∗OP(S2)(1)
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il est donc donne´ par le produit exte´rieur d’ordre d− 2 puis par projection sur Gra par :
OGra −→ (Λ
4V )ˇ⊗ Sd−2S2
Le morphisme Ψa est donc bien line´aire car (Λ
4V )ˇ est de degre´ 1 pour le plongement de Plu¨cker.
Remarque 6. Le morphisme Ψ se factorise par M(d). Le morphisme induit de M(d) vers
P(Sd−2S2) est compatible avec l’action de PGL2. Nous de´crirons ge´ome´triquement ses fibres
pour les surfaces de degre´ 5 (voir proposition 14).
1.4 Le morphisme Φ
Nous construisons maintenant un second PGL2-morphisme Φ deRd dans P(S
d−2S2) qui sera
plus facile a` e´tudier que Ψ. Nous calculerons ses fibres et le degre´ de son image. Le morphisme Φ
sera encore invariant sous PO(q). Nous montrerons que c’est le bon quotient de Rd sous PO(q).
Nous de´finissons le morphisme Φ sur tout l’espace projectif P(Hom(Λ2V, Sd)). Rappelons que
l’on a les inclusions Rd ⊂ Mord(P
1,P(Λ2V )) ⊂ P(Hom(Λ2V, Sd)). La seconde est donne´e de la
fac¸on suivante : si on a un e´le´ment f ∈ Mord(P
1,P(Λ2V )), il se de´compose en
– une partie canonique : le plongement de Veronese P1 −→ P(Sd) (de´fini par x 7→ x
d) et
dont l’image est Cd la courbe rationnelle normale (invariante sous PGL2).
– une projection de P(Sd) 99K P(Λ
2V ) qui est donne´e par un e´le´ment ψ ∈ P(Hom(Λ2V, Sd)).
L’application line´aire ψ est de´finie par les sections de la surjection ψ˜ : Λ2V⊗OP1 −→ OP1(d).
Re´ciproquement un e´le´ment de P(Hom(Λ2V, Sd)) de´finit un morphisme de degre´ d de P
1 dans
G si et seulement si l’application ψ˜ ci-dessus induite sur les faisceaux est surjective.
Notons P(S2Sd) l’ensemble des formes quadratiques sur Sd. Un e´le´ment ψ de l’espace projectif
P(Hom(Λ2V, Sd)) de´finit une projection P(Sd) 99K P(Λ
2V ). Si on “remonte” la forme quadratique
q par cette projection, on obtient une forme quadratique de rang inferieur ou e´gal a` 6 sur Sd.
Nous de´finissons ainsi le PGL2-morphisme suivant :
Φ : PHom(Λ2V, Sd) −→ P(S
2Sd)
ψ 7→ ψqtψ
L’application Φ est de´finie en dehors du ferme´ de PHom(Λ2V, Sd) des ψ tels que l’image de
tψ
est contenue dans un sous-espace totalement isotrope de Λ2V . Ainsi Φ est de´finie sur l’ouvert
des points semi-stables (voir proposition 2) et donc sur Rd tout entier.
Remarque 7. (ı) Soit f ∈ Mord(P
1,P(Λ2V )). En tant que quadrique, la forme quadratique
Φ(f) contient la courbe rationnelle normale Cd si et seulement si la courbe f(P
1) e´tait trace´e sur
G. En effet, l’image de la quadrique Φ(f) par la projection P(Sd) 99K P(Λ
2V ) est exactement G
alors que celle de Cd est f(P
1).
(ıı) L’image de Rd par Φ est donc contenue dans l’ensemble des quadriques de P(Sd) con-
tenant la courbe rationnelle normale Cd, c’est l’espace projectif P(H
0ICd(2)). Mais l’espace
vectoriel H0ICd(2) est le noyau de H
0OP(Sd)(2) −→ H
0OCd(2) et s’identifie a` S
2Sd−2. La loi de
re´ciprocite´ de Hermite (voir [SP]) nous permet d’identifier S2Sd−2 a` S
d−2S2. Ainsi, le morphisme
Φ de´fini sur Rd est a` valeur dans P(S
d−2S2) l’espace des courbes de degre´ d− 2 de P(S2).
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Nous allons montrer au the´ore`me 1 que ce morphisme est le meˆme que Ψ. L’e´galite´ de Ψ et
de Φ nous permettra de de´terminer les fibres de Ψ (cf. the´ore`me 2) et le degre´ de son image
ainsi que celui de certaines sous-varie´te´s particulie`res de cette image (cf. The´ore`me 4).
Notons Qk le localement ferme´ de P(S
2Sd) des formes quadratiques de rang exactement k.
Le ferme´ des formes quadratiques qui contiennent la courbe rationnelle normale Cd est une sous-
varie´te´ line´aire de P(S2Sd) isomorphe a` P(S
d−2S2) (voir remarque 7), notons qk l’intersection
de Qk et de ce sous-espace line´aire. Remarquons que q3 est ferme´ car q2 est vide. En effet, il n’y
a pas de forme quadratique de rang au plus 2 contenant Cd sinon cette dernie`re serait contenue
dans un hyperplan. Notons enfin Rkd les images re´ciproques des qk.
Lemme 2. L’application Φ est de´finie sur les points semi-stables de PHom(Λ2V, Sd), elle in-
variante sous l’action de PO(q) et son image est Q6.
La restriction de Φ a` Rd est de´finie en dehors des ferme´s Rd,0 et R
′
d,0 et son image est q6.
On a Φ−1(Φ(Rd)) = Rd ce qui signifie que les fibres de Φ|Rd sont les meˆmes que celles de Φ sur
tout l’espace PHom(Λ2V, Sd).
L’application Φ se factorise sur Gra en un morphisme line´aire pour le plongement de Plu¨cker.
De´monstration : Nous avons de´ja` vu que Φ est de´finie sur les points semi-stables. Elle est
e´videment PO(q)-invariante. L’image de P(Hom(Λ2V, Sd)) est contenue dans le ferme´ des formes
quadratiques de rang infe´rieur ou e´gal a` 6. Re´ciproquement, si w est une telle forme quadratique,
son noyau Kerw est de codimension au plus 6. Soit N = Sˇd/Kerw, c’est un espace vectoriel de
dimension au plus 6 muni d’une forme quadratique non de´ge´ne´re´e. Si on se donne une isome´trie
injective i de N dans Λ2Vˇ , on construit graˆce a` la compose´e Sˇd −→ N
i
−→ Λ2Vˇ la transpose´e
d’un e´le´ment de la fibre.
Nous nous contentons pour le moment de ve´rifier que Rd,0 et R
′
d,0 sont dans le lieu base de
Φ. Nous ve´rifierons au moment de la compactification de Rd (remarque 9) que le lieu base de Φ
sur Rd est exactement donne´ par Rd,0 ∪R
′
d,0. L’application Φ n’est pas de´finie sur le lieu des
points instables qui contient Rd,0 ∪R
′
d,0 (voir corollaire 1) et donc son adhe´rence.
Un e´le´ment de Rd est donne´ par une application line´aire ψ de Λ
2V dans Sd telle que le
morphisme ψ˜ : Λ2V⊗OP1 −→ OP1(d) est surjectif et que la compose´e
OP1(−d)
tψ
−→ Λ2Vˇ⊗OP1
q
−→ Λ2V⊗OP1
ψ
−→ OP1(d)
est nulle. L’adhe´rence de Rd est donc donne´e par la seconde condition. Par Φ on obtient alors
le sous-sche´ma de Q6 des formes quadratiques w qui ve´rifient que la compose´e
OP1(−d) −→ Sd⊗OP1
w
−→ Sd⊗OP1 −→ OP1(d)
est nulle. C’est exactement q6. Les fibres de la restriction de Φ a` Rd sont les meˆmes que celles
de Φ. En effet, la condition “la courbe est dans G” se traduit exactement par le fait que la
quadrique image contient Cd ce qui se voit sur l’image.
Il nous reste a` montrer que l’application induite sur Gra (par invariance sous PGL(V )) est
line´aire pour le plongement de Plu¨cker. Si V est le sous-fibre´ tautologique et ψu est le morphisme
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universel de Λ2V dans Sd⊗OGra , le morphisme Φ est de´fini de la fac¸on suivante :
Λ4V
q
−→ S2(Λ2V)
s2ψu
−→ S2Sd ⊗OGra
qui est bien line´aire pour le plongement de Plu¨cker car Λ4V est de degre´ −1.
Proposition 4. Les fibres de Φ sont isomorphes a` PO(q) au dessus de Q6 et PSO(q) au
dessus de Q5. Dans ces deux cas la fibre est une orbite ferme´e sous PO(q). Au dessus de Q4,
les fibres de Φ ont deux composantes irre´ductibles de dimension d + 11 qui se coupent en un
ferme´ de dimension 14 qui est l’unique orbite ferme´e de cette fibre. Au dessus de Q3, elles sont
irre´ductibles de dimension d+ 11 et contiennent une unique orbite ferme´e de dimension 12.
L’image de Rd est exactement q6.
De´monstration : Si G est un sous-groupe d’un groupe line´aire, on note PG le quotient du
groupe G par les homothe´ties.
Soit w une forme quadratique de Sd. Si ψ ∈ Φ
−1(w), alors Kertψ est inclus dans Kerw. Notons
I(ψ) =tψ(Kerw) qui est un sous-espace vectoriel isotrope de Λ2V et N(w) l’espace Sd/Ker(w)
(qui est muni d’une forme quadratique non de´ge´ne´re´e induite par w). La suite exacte :
0 −→ I(ψ) −→ Imtψ −→ N(w) −→ 0
impose que I(ψ) est exactement le noyau de la restriction de q a` Im(tψ). Ainsi, Im(tψ) est
ne´cessairement contenu dans I(ψ)⊥. Les rangs r(w) et r(ψ) de w et ψ et la dimension i(ψ) de
I(ψ) ve´rifient les deux conditions suivantes :
r(ψ) = r(w) + i(ψ) et r(ψ) ≤ 6− i(ψ)
Une fois fixe´s les entiers r(ψ) et i(ψ) ve´rifiant ces conditions, la fibre au dessus de w est
donne´e par les choix suivants : un sous-espace vectoriel Kertψ de Kerw de codimension i(ψ) ; un
sous-espace Im(tψ) de dimension r(ψ) de Λ2Vˇ tel que la restriction de la forme quadratique q a
pour noyau I(ψ) un espace de dimension i(ψ) ; une isome´trie a` homothe´tie pre`s de Sd/Ker(
tψ)
dans Im(tψ). Le groupe PO(q) agit transitivement sur les couples forme´s d’objets des deux
derniers types.
Les valeurs de r(w), r(ψ) et i(ψ) possibles sont alors (on se contente des cas r(w) ≥ 3) :
– si r(w) = 6, alors r(ψ) = 6 et i(ψ) = 0
– si r(w) = 5, alors r(ψ) = 5 et i(ψ) = 0
– si r(w) = 4, alors r(ψ) = 5 et i(ψ) = 1 ou r(ψ) = 4 et i(ψ) = 0
– si r(w) = 3, alors r(ψ) = 4 et i(ψ) = 1 ou r(ψ) = 3 et i(ψ) = 0.
On commence par traiter les cas ou` i(ψ) est nul. Dans ce cas, la fibre est donne´e par un
sous-espace Im(tψ) de Λ2Vˇ de dimension r(w) tel que la restriction de la forme quadratique q
est non de´ge´ne´re´e et une isome´trie de Sd/Ker(w) dans Im(
tψ). Le the´ore`me de Witt nous permet
de dire que tous les sous-espaces Im(tψ) sont conjugue´s sous PO(q), la fibre est ainsi une orbite
sous ce groupe. Elle est toujours ferme´e. Le stabilisateur est alors PO(Im(tψ)⊥). Ceci de´crit les
cas de rang 5 et 6 et les ferme´s de dimensions 14 et 12 des cas de rang 4 et 3. Dans le cas ou`
la forme quadratique est de rang 5, la fibre est isomorphe a` PSO(q) est c’est une orbite sous
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PO(q). Les actions de PO(q) et de PSO(q) pour les points de Φ−1(Q5) sont les meˆmes ce qui
signifie que les surfaces de R5d sont autoduales. Ces courbes sont exactement les courbes trace´es
sur un hyperplan re´gulier (non tangent a` la quadrique) de P(Λ2V ). De meˆme sur les deux ferme´s
de dimensions 14 et 12, l’action de PSO(q) est la meˆme que celle de PO(q) ainsi ces surfaces
sont autoduales.
Si i(ψ) vaut 1 (dans les cas r(w) = 4 ou r(w) = 3), la fibre est alors donne´e par le choix d’un
hyperplan de Kerw (c’est P(Kerw) qui est de dimension d−4 ou d−3), le choix d’un sous-espace
W de dimension 5 ou 4 de Λ2Vˇ tel que la restriction de la forme quadratique q a`W a un noyau de
dimension 1 (ce choix correspond a` PO(q)/Stab(W ) qui est de dimension 4 ou 7) et le choix d’une
isome´trie a` homothe´tie pre`s (c’est PO(W ) qui est isomorphe a` PO(4)×C∗×C4 ou PO(3)×C∗×
C
3 et est de dimension 11 ou 7). On peut remarquer qu’une fois le choix de l’e´le´ment de P(Kerw)
re´alise´, la fibre est une orbite sous PO(q). En effet, pour r(w) = 4, on a PO(W ) = Stab(W )
donc la fibre est isomorphe a` P(Kerw) × PO(q) et a deux composantes connexes de dimension
d + 11. Dans le cas r(w) = 3, on a l’e´galite´ Stab(W ) = PO(W ) ×PO(W )∩PO(W
⊥) PO(W⊥) ou`
PO(W⊥) = C∗×C×{Id, σH} ou` H est un hyperplan contenant W et PO(W )∩PO(W
⊥) = C∗.
On voit alors que la fibre est isomorphe a` P(Kerw) × (PO(q)/C × {Id, σH}). Le sous-groupe
C×{Id, σH} de PO(W
⊥) est forme´ des e´le´ments dont la restriction a` I(ψ) est l’identite´. On voit
ainsi que la fibre est isomorphe a` P(Kerw)× PSO(q)/C et qu’elle est irre´ductible de dimension
d+ 11.
Il reste a` ve´rifier que les parties correspondant a` i(ψ) nul sont adhe´rentes a` celles ou` i(ψ) = 1.
Pour le voir, on choisit w de rang 4 ou 3 et ψ ∈ Φ−1(w) tel que i(ψ) = 0 et on construit
une de´formation ψt d’e´le´ment tels que i(ψt) est non nul qui tend vers ψ quand t tend vers 0.
L’application ψ est donne´e par une injection ψ : N(w) −→ Λ2V . Soit K un hyperplan de Ker(w)
et N = Sd/K. Soit I le noyau de dimension 1 de N −→ N(w), x un ge´ne´rateur de I et y un
e´le´ment isotrope de (ψ(N(w)))⊥, on de´finit l’application ψt sur N = I ⊕N(w) par ψt|N(w) = ψ
et ψt(x) = ty. Elle convient.
Dans le cas r(w) = 3 et i(ψ) = 0, le noyau Ker(tψ) = Kerw rencontre la courbe rationnelle
normale Cd en d− 2x points et se projette sur une conique avec multiplicite´ x. Ainsi, la courbe
image est de degre´ 2x. On est plus dans Rd sauf si d est pair et x = [
d
2 ]. On verra au paragraphe
2.2 que les autres cas sont adhe´rents a` Rd. Si par contre i(ψ) = 1, alors on peut trouver un
e´le´ment ψ qui nous donne une courbe de degre´ d. De meˆme, au dessus des formes quadratiques
de rang 4, 5 et 6, on peut trouver des e´le´ments de Rd. Pour ceci, il suffit de choisir un sous-espace
Kertψ de Kerw ne rencontrant pas Cd. On voit ainsi que qi est l’image de R
i
d.
Remarque 8. (ı) Les surfaces de R5d correspondent aux courbes trace´es sur un hyperplan non
tangent a` G. Les surfaces de R4d correspondent aux courbes trace´es sur un hyperplan tangent a`
G (cas ge´ne´ral) ou a` celles trace´es sur un espace projectif de dimension 3 de P(Λ2V ) (ferme´ de
codimension d− 3). Enfin, les surfaces de R3d correspondent aux courbes trace´es sur un espace
projectif de dimension 3 tangent a` G.
(ıı) Les fibres de l’application de M(d) vers P(S2Sd) de´duite de Φ sont forme´es par deux
points au dessus de q6, un seul point au dessus de q5.
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Proposition 5. Le morphisme Φ est le bon quotient de l’ouvert des points semi-stables de
P(Hom(Λ2V, Sd)) par PO(q). En particulier, le morphisme Φ resteint a` Rd est un bon quotient
pour l’action de PO(q).
De´monstration : Les points stables et semi-stables de P(Hom(Λ2V, Sd)) pour l’action de
PO(q) sont les meˆmes que ceux pour l’action de PGL(V ). Ils sont de´crits a` la proposition 2.
Ainsi l’ouvert de de´finition de Φ est exactement l’ouvert des points semi-stables. Par ailleurs
Φ est PO(q) invariant donc il se factorise par le bon quotient sur cet ouvert. Enfin, l’image
de Φ est Q6 qui est de cohen-macaulay et lisse en dehors de Q5 (voir [ACGH]). Elle est donc
re´gulie`re en codimension d− 5 et donc en codimension 1 pour d ≥ 6 (pour d ≤ 5 elle est lisse).
Le crite`re de Serre nous permet de dire que Q6 est normale. Par ailleurs, la proposition 4 nous
dit qu’il y a une unique orbite ferme´e dans chaque fibre de Φ. Ainsi le morphisme du quo-
tient P(Hom(Λ2V, Sd))
ss/PO(q) vers Q6 est une bijection ensembliste. La normalite´ de Q6 nous
permet d’appliquer le the´ore`me principal de Zariski pour affirmer que c’est un isomorphisme.
Corollaire 2. La varie´te´ q6 est normale re´gulie`re en codimension d− 5.
De´monstration : Nous savons que q6 est l’image de Φ par Rd. C’est donc le bon quotient
d’une varie´te´ lisse d’ou` la normalite´. Par ailleurs, sur l’ouvert R6d, l’action est propre (les points
sont stables) et libre (proposition 4). Ainsi la varie´te´ q6 est lisse et son comple´mentaire q5 qui
est donc exactement le lieu singulier de q6 est en codimension d− 4.
1.5 Comparaison des deux morphismes
Nous montrons dans ce paragraphe le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1. Les morphismes Ψ et Φ sont e´gaux.
Le principe de la de´monstration est d’e´tudier les applications line´aires Φa et Ψa de Gra dans
P(Sd−2S2). Elles se prolongent sur le plongement de Plu¨cker en deux applications PGL2-line´aires
que nous notons encore Φa et Ψa de Λ
4(Sa ⊕ Sd−a) dans S
d−2S2. Il suffit de ve´rifier qu’elles
correspondent au meˆme quotient.
Nous e´tudions ces morphismes sur la strate minimale (celle des surfaces de type 1) et nous
montrons qu’ils co¨ıncident : les deux morphismes se factorisent par Λ2Sd−1⊗Λ
2S1.
Nous montrons ensuite que si Ψ et Φ coincident sur cette strate alors ils sont e´gaux. Par
par dualite´, les morphismes Φ et Ψ sont e´gaux sur les surfaces dont la duale est de type 1. Par
line´arite´ il suffit de montrer que la strate des surfaces dont la duale est de type 1 engendre tout
l’espace vectoriel.
Lemme 3. Les morphismes Ψ1 et Φ1 sont e´gaux, ils correspondent a` la projection canonique
de Λ4(S1 ⊕ Sd−1) vers Λ
2Sd−1⊗Λ
2S1.
De´monstration : Nous commenc¸ons par e´tudier Ψa : conside´rons le morphisme :
(Sa−2 ⊕ Sd−a−2)⊗OP(S2)
m
−→ (Sa ⊕ Sd−a)⊗OP(S2)(2)
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produit des deux multiplications. Le morphisme Ψ est donne´ par H0(Λd−2m). Il est donc de´fini
par le produit tensoriel des deux applications SL2-line´aires Λ
a−1Sa−2 −→ Λ
a−1Sa⊗S
a−1S2 et
Λd−a−1Sd−a−2 −→ Λ
d−a−1Sd−a⊗S
d−a−1S2 Nous pouvons donc e´crire Ψa comme e´tant l’appli-
cation line´aire suivante (en tenant compte des isomorphismes entre Λk+1Sn et Λ
n−kSˇn) :
Λ4(Sa ⊕ Sd−a) −→ Λ
2Sa⊗Λ
2Sd−a −→ S
d−2S2
E´tudions maintenant Φa : si on a une application ϕ de V vers Sa ⊕ Sd−a alors la fle`che de
Λ2V vers Sd est donne´e par l’application pi : Λ
2(Sa⊕Sd−a) −→ Sa⊗Sd−a −→ Sd compose´e avec
Λ2ϕ. Ainsi, le morphismeΦa est donne´ par
Λ4(Sa ⊕ Sd−a)
tα
−→ S2(Λ2(Sa ⊕ Sd−a)) −→ S
2(Sa⊗Sd−a) −→ S
2Sd
Mais le morphisme S2(Sa⊗Sd−a) −→ Λ
4(Sa ⊕ Sd−a) se factorise par Λ
2Sa⊗Λ
2Sd−a :
(∑
i
(xi⊗yi)
)
.
(∑
j
(x′j⊗y
′
j)
)
7→ −
∑
i,j
(xi ∧ x
′
j, 0) ∧ (0, yi ∧ y
′
j)
Cette fle`che de Λ4(Sa⊕Sd−a) dans Λ
2Sa⊗Λ
2Sd−a est la meˆme que celle de Ψa. Il nous suffit
de ve´rifier que les deux applications SL2-line´aires de Λ
2Sa⊗Λ
2Sd−a dans S
d−2S2 sont les meˆmes.
Mais dans le cas a = 1, le terme Λ2Sd−1⊗Λ
2S1 est isomorphe a` S
d−2S2 et a` S
2Sd−2. Ainsi
dans ce cas les deux morphismes correspondent au quotient Λ4(S1 ⊕ Sd−1) −→ Λ
2S1⊗Λ
2Sd−1
et apre`s identification de Sd−2S2 et S
2Sd−2 a` Λ
2Sd−1 on a l’e´galite´ entre Ψ1 et Φ1.
Les morphismes Ψ et Φ e´tant invariants par dualite´ nous savons qu’ils co¨ıncident sur le ferme´
de Gr[ d
2
] des surfaces de type ge´ne´ral dont la duale est de type 1. Mais Ψ[ d
2
] et Φ[ d
2
] sont line´aires
pour le plongement de Plu¨cker de Gr[ d
2
], il suffit donc de montrer que ce ferme´ n’est pas contenu
dans un hyperplan et est re´duit. La proposition suivante nous permet de conclure :
Proposition 6. Les surfaces de type ge´ne´ral dont la duale est de type 1 ne sont pas sur un
hyperplan du plongement de Plu¨cker de Gr[ d
2
] et forment un sche´ma re´duit.
De´monstration : Nous savons que cette sous-varie´te´ est de´terminantielle (proposition 1).
Nous pouvons donc calculer la re´solution de son ide´al graˆce au complexe d’Eagon-Northcott
associe´. En effet, la varie´te´ est donne´e par la non surjectivite´ de la fle`che suivante sur Gr[ d
2
]
(nous avons note´ V le sous-fibre´ tautologique de Gr[ d
2
]) :
V⊗Sd−3 −→ (S[ d
2
]+d−3 ⊕ S2d−[ d
2
]−3)⊗OGr[d2 ]
Notons L (resp. M) le faisceau de gauche (resp. droite) et l (resp. m) son rang. La re´solution
son ide´al I est donne´e par (voir par exemple [GP]) :
0 −→ ΛmMˇ⊗ΛlL⊗Sl−m(Mˇ) −→ · · · −→ ΛmMˇ⊗ΛmL −→ I −→ 0
Il nous reste a` calculer les sections globales de I(1) donc la cohomologie des termes de ce
complexe. Pour voir que H0I(1) est nul il nous suffit de montrer que les groupes de cohomologie
H l−m−p(ΛmMˇ⊗Λl−pL⊗Sl−m−p(Mˇ )(1)) sont nuls. Or seul le terme L est non trivial, il suffit donc
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de montrer que les groupesH l−m−p(Λl−pL(1)) sont nuls. Nous pouvons calculer ce faisceau graˆce
aux foncteurs de Schur ([FH]) :
Λl−pL =
⊕
λ
(SλV⊗Sλ′Sd−3)
il reste donc a` calculer la cohomologie de SλV pour les partitions qui apparaissent et on trouve le
re´sultat d’annulation (la cohomologie des foncteurs de Schur des fibre´s tautologiques est connue,
voir [DE]). Ici les SλV sont a` cohomologie comple`tement nulle.
Nous devons maintenant e´liminer le cas ou` les courbes de type 1 seraient sur un hyperplan
e´paissi. Ce n’est pas le cas : les surfaces de Gr[ d
2
] dont la duale est de type 1 est l’image de
l’incidence entre Gr1 et Gr[ d
2
] donne´e par la dualite´. Elle est donc re´duite.
The´ore`me 2. Le morphisme Ψ est ge´ne´riquement injectif modulo isomorphisme et dualite´.
De´monstration : Il suffit de combiner le the´ore`me 1 et la proposition 4.
2 Applications
Nous allons maintenant utiliser le re´sultat du the´ore`me 1 pour e´tudier l’image de Ψ et celle
de certaines sous-varie´te´s remarquables de Rd. Nous e´tudierons e´galement la compatification
de Rd dans PHom(Λ
2V, Sd) ainsi que l’image du bord par Ψ. Nous donnerons enfin quelques
applications ge´ome´triques, en particulier l’exemple des surfaces de degre´ 5 nous permettra de
de´crire les positions d’une cubique plane par rapport a` une conique.
2.1 E´tude des Rkd
Nous montrons dans ce paragraphe le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3. Les varie´te´s Rd et R
5
d sont irre´ductibles et lisses de dimensions 4d+4 et 3d+8.
La varie´te´ R4d a d − 1 composantes irre´ductibles de dimension 3d + 7. La varie´te´ R
3
d a [
d
2 ]
composantes irre´ductibles de dimension 2d+ 9.
Proposition 7. Les varie´te´s Rd et R
5
d sont irre´ductibles et lisses de dimensions 4d+4 et 3d+8.
De´monstration : La varie´te´ Rd est un ouvert du sche´ma des morphismes de degre´ d de
P
1 dans la grassmannienne G. Les re´sultats de [P2] nous permettent de conclure a` la lissite´,
l’irre´ductibilite´ et la dimension de cette varie´te´.
Nous avons un morphisme propre de la varie´te´ R5d vers les hyperplans de P(Λ
2V ) non tangents
a` G : a` f ∈ R5d on associe l’hyperplan sur lequel l’image est trace´e (il est unique sinon par Φ on
aurait une quadrique de rang au plus 4). La fibre de ce morphisme est le sche´ma Mord(P
1, Q3) des
morphismes de degre´ d de P1 dans Q3 “la” quadrique non singulie`re de P
4 (cette quadrique est la
quadrique de rang 5 de´coupe´e dans G par l’hyperplan, elle est isomorphe a` Q3). Les re´sultats de
[P2] nous permettent d’affirmer que la fibre est irre´ductible, lisse de dimension constante e´gale
a` 3d+ 3 d’ou` le re´sultat.
La varie´te´ R4d
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Nous allons maintenant de´crire les composantes irre´ductibles de R4d. Nous avons vu a` la
proposition 4 qu’un ouvert dense U4 de R
4
d est forme´ des e´le´ments f tels que la courbe f(P
1) est
contenue dans un unique hyperplan tangent a` G (cas i(f) = 1). Il nous suffit donc de de´terminer
les composantes irre´ductibles de l’ouvert U4.
Nous avons alors un morphisme propre Υ4 : U4 −→ G qui a f associe le point de contact de
l’unique hyperplan tangent a` G contenant f(P1). Il s’agit maintenant d’e´tudier la fibre de Υ4.
Cette fibre au dessus de L0 ∈ G est isomorphe a` Mord(P
1,CL0) ou` CL0 est le coˆne de G forme´
par les droites qui rencontrent L0.
Notons C˜L0 la varie´te´ : {(P,L,H) ∈ P(V ) × G × P(Vˇ ) / P ∈ L0 ⊂ H et P ∈ L ⊂ H},
c’est l’e´clatemement pi de CL0 au sommet du coˆne. Nous avons une projection p de C˜L0 vers la
varie´te´ QL0 suivante : {(P,H) ∈ P(V )× P(Vˇ ) / P ∈ L0 ⊂ H}. Cette varie´te´ est une quadrique
isomorphe a` L0 × Lˇ0.
Il est facile de ve´rifier que C˜L0 est la fibration en droites projectives au dessus de QL0
associe´e au faisceau OL0×Lˇ0(−1, 0) ⊕ OL0×Lˇ0(0, 1). Le groupe de Picard de C˜L0 est donc Z
3
(nous prendrons pour base des cycles les degre´s sur QL0 et le degre´ relatif pour p).
Lemme 4. Pour tout γ = (a, b, c) ∈ N3, le sche´ma Morγ(P
1, C˜L0) est irre´ductible et lisse de
dimension 2a+ 2b+ c+ 3.
De´monstration : Le the´ore`me principal de [P2] nous permet de dire que le sche´ma des mor-
phismes Mor(a,b)(P
1, QL0) est irre´ductible et lisse de dimension 2(a+b+1). Par ailleurs, la propo-
sition 4 de [P2] nous permet de dire que comme le degre´ relatif est positif, alors Morγ(P
1, C˜L0)
est irre´ductible et lisse de dimension 2(a+ b+ 1) + c+ 1.
L’e´clatement pi de´finit un morphisme pi : Morγ(P
1, C˜L0) −→ Morpi∗γ(P
1,CL0). De plus si f est
un e´le´ment de Mor(a,b,c)(P
1, C˜L0) alors f(P
1) rencontre le diviseur exceptionnel en 12 (c− (a+ b))
points, le degre´ de son image dans CL0 est donc
1
2(a + b + c). Ainsi pi(f) est de degre´ d si et
seulement si c = 2d− (a+ b).
L’image de Mor(a,b,2d−(a+b))(P
1, C˜L0) dans Mord(P
1,CL0) est contenu dans l’ensemble des
morphismes dont l’image passe d− (a+ b) fois par le sommet du coˆne. Si d < a+ b ceci impose
que l’image du morphisme est contenu dans le diviseur exceptionnel, il se contracte donc sur
le sommet par pi. Nous supposerons desormais que d ≥ a + b. Re´ciproquement, si on a un
morphisme de P1 dans CL0 qui passe d− (a+ b) fois par le diviseur exceptionnel, sa transforme´e
stricte dans C˜L0 est dans le sche´ma Mor(a,b,2d−(a+b))(P
1, C˜L0) (ou Mor(b,a,2d−(a+b))(P
1, C˜L0)) et
on retrouve le morphisme de de´part par projection par pi. Nous avons donc des immersions
pi : Mor(a,b,2d−(a+b))(P
1, C˜L0) −→ Mord(P
1,CL0).
Proposition 8. Pour a fixe´, les varie´te´s pi(Mor(a,b,2d−(a+b))(P
1, C˜L0)) avec d > a+ b sont dans
l’adhe´rence de pi(Mor(a,d−a,d)(P
1, C˜L0)).
De´monstration : Notons W l’espace vectoriel H0OL0(1), c’est un quotient de rang 2 de V .
Notons NW le noyau de la surjection de V dans W . Si f(P
1) est dans le coˆne CL0 , alors l’image
de la fle`che NW⊗OP1 −→ f
∗Q est de rang 1. De plus le conoyau de cette fle`che est de rang 2
aux points de P1 qui s’envoient sur le sommet du coˆne et de rang 1 ailleurs.
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Conside´rons donc un morphisme f ∈ Υ−14 (L0) tel que le morphisme NW⊗OP1 −→ f
∗Q ait
pour conoyau OP1(a)⊕OD ou` D est un diviseur de degre´ x. L’image de NW⊗OP1 dans f
∗Q est
donc OP1(d− (a+ x)) et le faisceau OP1(a)⊕OD est le conoyau de OP1(−(a+ x))
r0−→W⊗OP1 .
En conside´rant les fle`ches duales (correspondant a` la surface duale), nous avons un morphisme
de Vˇ⊗OP1 dans f
∗Kˇ. La fle`che tr0 de Wˇ⊗OP1 dans OP1(a+x) a pour image OP1(a) et conoyau
OD. Le morphisme Wˇ⊗OP1 −→ f
∗Kˇ se factorise par OP1(a + x) et a pour conoyau le faisceau
OP1(d − (a + x)) ⊕ OD. Ainsi, il suffit de se donner une famille rλ de fle`ches de Wˇ⊗OP1 dans
OP1(a+x) sujective au point ge´ne´rique et e´gale a`
tr0 au point spe´cial pour constuire une famille
de morphismes dont l’image ne passe pas par le sommet au point ge´ne´rique et qui vaut f au
point spe´cial.
Corollaire 3. Les composantes irre´ductibles de Mord(P
1,CL0) sont les adhe´rences des images
pi(Mor(a,d−a,d)(P
1, C˜L0)) pour 0 ≤ a ≤ d. Elles sont toutes de dimension 3d+ 3.
Notons R4d(a) le ferme´ de U4 des morphismes f qui sont dans la composante de Υ
−1
4 (Υ4(f))
contenant pi(Mor(a,d−a,d)(P
1, C˜Υ4(f))).
Corollaire 4. Les varie´te´s R4d(a) pour 1 ≤ a ≤ d− 1 sont les composantes irre´ductibles de R
4
d.
Elles sont de dimension 3d+7. Les composantes R4d(a) et R
4
d(d−a) sont duales l’une de l’autre.
De´monstration : Les varie´te´s R4d(0) et R
4
d(d) ne sont pas dans R
4
d (mais dans son adhe´rence)
car dans ce cas la courbe est trace´e sur un (β)-plan ou un (α)-plan respectivement. Elle n’est donc
pas dans Rd. Les varie´te´s R
4
d(a) ont pour ouvert dense la famille des piL(Mor(a,d−a,d)(P
1, C˜L)) au
dessus de G. Celle-ci est irre´ductible de dimension 3d+7. Les varie´te´s R4d(a) pour 1 ≤ a ≤ d−1
sont toutes distinctes, l’image d’un morphisme ge´ne´ral est donne´ par une courbe trace´e sur un
hyperplan tangent a` G qui rencontre un (α)-plan et un (β)-plan (contenus dans cet hyperplan)
en a points et en d− a points.
Remarquons que la dualite´ e´change les (α)-plans et les (β)-plans ce qui montre que les
composantes R4d(a) et R
4
d(d − a) sont duales l’une de l’autre. Remarquons enfin que les strates
Rd,1 et R
′
d,1 sont R
4
d(1) et R
4
d(d− 1).
La varie´te´ R3d
Nous avons vu a` la proposition 4 qu’un ouvert dense U3 de R
3
d est forme´ des e´le´ments f
de R3d tels que la courbe f(P
1) est contenue dans un unique espace line´aire de codimension 2
tangent a` G (cas i(f) = 1). Il nous suffit donc de de´terminer les composantes irre´ductibles de
l’ouvert U3.
Nous avons alors un morphisme propre Υ3 : U3 −→ TˇG qui a f associe l’unique espace line´aire
de codimension 2 tangent a` G et contenant f(P1) (l’espace TˇG est isomorphes aux couples (x,W )
ou` x ∈ G etW est une sous-varie´te´ line´aire de dimension 3 de TxG). Il s’agit maintenant d’e´tudier
la fibre de Υ3. Cette fibre au dessus de L0 ∈ G est isomorphe a` Mord(P
1, SL0) ou` SL0 est le coˆne
de G de´coupe´ par le sous-espace line´aire de codimension 2.
Notons pi : S˜L0 −→ SL0 l’e´clatemement de SL0 au sommet du coˆne. Nous avons une projection
p de S˜L0 vers la droite L0. Il est facile de ve´rifier que S˜L0 est la fibration en droites projectives
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au dessus de L0 associe´e au faisceau OP1(−1)⊕OP1(1). Le groupe de Picard de S˜L0 est donc Z
2
(nous prendrons pour base des cycles le degre´ sur L0 et le degre´ relatif pour p).
Lemme 5. Pour tout γ = (a, b) ∈ N2, si b ≥ 2a, le sche´ma Morγ(P
1, S˜L0) est irre´ductible lisse
de dimension 2a+ b+ 2, sinon il est vide.
De´monstration : Le the´ore`me principal de [P2] nous permet de dire que le sche´ma des mor-
phismes Mora(P
1,P1) est irre´ductible et lisse de dimension 2a + 1. Par ailleurs, la proposition
4 de [P2] nous permet de dire que comme le degre´ relatif est positif, alors si b ≥ 2a, le sche´ma
Morγ(P
1, S˜L0) est irre´ductible et lisse de dimension 2a+ 1 + b+ 1 et qu’il est vide sinon.
L’e´clatement pi de´finit un morphisme pi : Morγ(P
1, S˜L0) −→ Morpi∗γ(P
1, L0). De plus si f est
un e´le´ment de Mor(a,b)(P
1, S˜L0) alors f(P
1) rencontre le diviseur exceptionnel en 12b− a points,
le degre´ de son image dans SL0 est donc
1
2b + a. Ainsi pi(f) est de degre´ d si et seulement si
b = 2(d − a). Nous supposons maintenant b ≥ 2a.
Proposition 9. La varie´te´ Mord(P
1, SL0) a [
d
2 ] + 1 composantes irre´ductibles toutes de dimen-
sion 2d+ 2 de´crites pas les images par pi des Mor(a,2(d−a))(P
1, S˜L0) pour 0 ≤ a ≤ [
d
2 ].
De´monstration : Comme dans le cas de R4d, les morphismes de Mor(a,b)(P
1, S˜L0) dans le
sche´ma Mord(P
1, SL0) sont des immersions de`s que [
d
2 ] ≥ a. Par ailleurs Mord(P
1, SL0) est recou-
vert par ces images (il suffit de regarder la transforme´e stricte). Comme toutes ces varie´te´s sont
irre´ductibles de meˆme dimension elles forment les composantes irre´ductibles de Mord(P
1, SL0).
Notons R3d(a) le ferme´ de U3 des morphismes f qui sont dans la composante irre´ductible
pi(Mor(a,2(d−a))(P
1, S˜Υ3(f))) de Υ
−1
3 (Υ3(f)).
Corollaire 5. Les varie´te´s R3d(a) pour 1 ≤ a ≤ [
d
2 ] sont les composantes irre´ductibles de R
3
d.
Elles sont de dimension 2d+ 9.
De´monstration : La varie´te´ R3d(0) n’est pas dans R
3
d (mais dans son adhe´rence) car un tel
morphisme f aurait pour image une droite contenue dans G, la surface serait alors un coˆne (et
sa duale aussi). Les composantes sont e´videment autoduales.
2.2 Compactification de Rd
Nous e´tudions dans ce paragraphe la fermeture Rd de Rd dans PHom(Λ
2V, Sd).
Proposition 10. Le bord de Rd est forme´ de varie´te´s isomorphes a` Rd′ × P(Sd−d′) pour tout
d′ entier strictement infe´rieur a` d et de Rd,0 ∪R
′
d,0.
De´monstration : Nous avons vu au lemme 2 qu’un e´le´ment de Rd est donne´ par une appli-
cation line´aire ψ de Λ2V dans Sd telle que le morphisme ψ˜ : Λ
2V⊗OP1 −→ OP1(d) est surjectif
et que la compose´e
OP1(−d)
tψ
−→ Λ2Vˇ⊗OP1
q
−→ Λ2V⊗OP1
ψ
−→ OP1(d)
est nulle (condition note´e (∗)).
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Un e´le´ment ψ est donc dans le bord de Rd si il ve´rifie la condition (∗) (qui est ferme´e) et si
la fle`che ψ˜ associe´e sur les faisceaux n’est plus surjective. L’e´le´ment ψ e´tant non nul, l’image de
ψ˜ dans OP1(d) est un faisceau sans torsion de rang 1. C’est donc OP1(d
′) avec 0 ≤ d′ < d. La
donne´e de ψ est e´quivalente a` celle d’une surjection de Λ2V⊗OP1 −→ OP1(d
′) et d’une fle`che
de OP1(d
′) dans OP1(d). Ceci correspond au choix d’un e´le´ment de Rd′ (ou de Rd′,0 ∪R
′
d′,0) et
d’un e´le´ment de P(Sd−d′). Le cas de Rd′,0 ∪R
′
d′,0 est adhe´rent a` Rd,0 ∪R
′
d,0 d’ou` le re´sultat.
Remarque 9. (ı) Nous pouvons maintenant comple´ter la preuve du fait (lemme 2) que la
restriction du morphisme Φ a` Rd est de´finie en dehors de Rd,0 ∪ R
′
d,0. En effet, nous avons
vu que Φ n’est pas de´fini sur ce ferme´ et sur le comple´mentaire c’est a` dire sur Rd et sur les
composantes Rd′ × P(Sd−d′) du bord le morphisme Φ est de´fini (voir lemme 6 pour l’image du
bord).
(ıı) Notons i(d, d′) l’inclusion de Rd′×P(Sd−d′) dans Rd. Soient d
′ et d′′ deux entiers tels que
0 ≤ d′′ < d′ < d. La compose´e de i(d′, d′′)× IdP(S
d−d′
) et de i(d, d
′) qui va de Rd′′ × P(Sd′−d′′)×
P(Sd−d′) dans Rd′ × P(Sd−d′) puis dans Rd est i(d, d
′′) ou` on a identifie´ P(Sd′−d′′) × P(Sd−d′)
avec P(Sd−d′′) graˆce a` la multiplication Sd′−d′′⊗Sd−d′ −→ Sd−d′′ .
Corollaire 6. Le bord de Rd a trois composantes irre´ductibles : les deux ferme´s Rd,0 et Rd,0
et la varie´te´ Rd−1 × P(S1).
Lemme 6. L’image de Rd′ × P(Sd−d′) par Φ est la varie´te´ des quadriques contenant la courbe
rationnelle normale Cd et dont le noyau (en tant que forme quadratique) rencontre Cd selon les
d− d′ points de´finis par l’e´le´ment de P(Sd−d′).
De´monstration : Soient d − d′ points de Cd de´finis par un e´le´ment ξ de P(Sd−d′). L’espace
line´aire Hξ engendre´ par ces points est donne´ par le conoyau de Sd′
ξ
−→ Sd. Soit ψ un morphisme
de Λ2V dans Sd, le noyau de la forme quadratique Φ(ψ) contient le sous-espace line´aire N donne´
par le conoyau de ψ.
Si le morphisme ψ se factorise par un e´le´ment ξ ∈ P(Sd−d′), alors on a une surjection
N −→ Hξ ce qui impose que le noyau de la fle`che contient le sous-espace line´aire Hξ et donc
que le noyau de Φ(ψ) rencontre Cd selon les d− d
′ points de´finis par ξ.
Re´ciproquement, si on a une forme quadratique w qui contient Cd et dont le noyau rencontre
Cd selon les d−d
′ points de´finis par ξ ∈ P(Sd−d′), alors l’image de Cd par la projection par rapport
a` Hξ est la courbe rationnelle normale Cd′ de P(Sd′). Son image par la projection par rapport
a` Kerw/Hξ est alors une courbe rationnelle de degre´ d
′ de Sd/Kerw. En prenant une isome´trie
de Sd/Kerw dans Λ
2V , on a un e´le´ment de Rd′ . Ainsi w est dans l’image de Rd′ × P(Sd−d′).
2.3 Degre´ des images
Nous e´tudions maintenant les images par Ψ des varie´te´s Rkd ainsi que celle du bord de Rd.
Nous donnons notamment le degre´ de ces varie´te´s et nous de´crirons la courbe ge´ne´rale de l’image
des composantes de R4d, R
3
d et du bord au prochain paragraphe.
Pour calculer le degre´ de l’image, nous utilisons le the´ore`me 1. Nous savons (proposition 2)
que l’image par Φ et donc par Ψ de Rd est q6. Ceci impose que l’image de R
k
d est exactement
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qk. Nous ve´rifions que pour 3 ≤ k ≤ 6 les varie´te´s de´terminantielles qk ont les dimensions
“attendues”. Nous pouvons ainsi graˆce aux resultats de [HT] calculer leur degre´.
Proposition 11. Les varie´te´s qk pour 3 ≤ k ≤ 6 sont e´quidimensionnelles de dimensions
respectives (k − 2)d− 1− 12 (k − 1)(k − 2).
De´monstration : Nous avons montre´ que les varie´te´s R3d, R
4
d, R
5
d et R
6
d sont e´quidimension-
nelles de dimensions 2d + 9, 3d + 7, 3d + 8 et 4d + 4. Les fibres au dessus de q3, q4, q5 et q6
e´tant e´quidimensionnelles de dimensions d+ 11, d+11, 15 et 15 (proposition 4), les varie´te´s qk
pour 3 ≤ k ≤ 6 sont donc e´quidimensionnelles de la dimension voulue.
Nous pouvons maintenant montrer le the´ore`me suivant :
The´ore`me 4. L’image par Ψ de la varie´te´ Rd (resp. de R
5
d) est un localement ferme´ irre´ductible
de dimension 4d− 11 (resp. 3d− 7) et de degre´ i(d) (resp. j(d)) qui est PGL2-invariant.
L’image par Ψ de la varie´te´ R4d (resp. R
3
d) est de degre´ k(d) (resp. p(d)). Elle a [
d
2 ] com-
posantes irre´ductibles qui sont des localement ferme´s (resp. ferme´s) de dimension 2d− 4 (resp.
d− 2) invariants sous PGL2.
Si d ≥ 5, l’image du bord de Rd prive´ de Rd,0 et R
′
d,0 est irre´ductible de dimension 4d− 14
et de degre´ 2(4d − 14)i(d − 1).
Les degre´s sont donne´s par :
i(d) =
d−6∏
k=0
(
d+1+k
d−5−k
)
(2k+1
k
) j(d) =
d−5∏
k=0
(
d+1+k
d−4−k
)
(2k+1
k
) k(d) =
d−4∏
k=0
(
d+1+k
d−3−k
)
(2k+1
k
) p(d) =
d−3∏
k=0
(
d+1+k
d−2−k
)
(2k+1
k
)
De´monstration : Les re´sultats de J. Harris et L.W. Tu [HT], que l’on peut appliquer aux
varie´te´s de´terminantielles qk, nous permettent de calculer les degre´s.
Le re´sultat sur Rd et R
5
d de´coule directement de la proposition 7 et de la dimension des
fibres (proposition 4).
Les d− 1 composantes irre´ductibles R4d(a) pour 1 ≤ a ≤ d− 1 de R
4
d sont telles que R
4
d(a)
et R4d(d − a) sont en dualite´ (corollaire 4). Leurs images sont donc les meˆmes ce qui donne [
d
2 ]
ferme´s irre´ductibles de Ψ(R4d). Nous montrerons a` la proposition 12 que ces ferme´s sont distincts
et nous les de´crirons.
Nous avons vu que l’image de R3d est q3 qui est ferme´ (car q2 est vide) de dimension d− 2
(proposition 11). Chacune des composantes irre´ductibles de R3d donnera un ferme´ irre´ductible
de q3. Nous montrerons a` la proposition 12 que ces ferme´s sont distincts et nous les de´crirons.
Le bord de Rd prive´ de Rd,0 et R
′
d,0 est Rd−1 × P(S1) (corollaire 6). Il est donc irre´ductible
de dimension 4d+1. D’apre`s la proposition 4, son image est de dimension 4d−14. Nous de´crirons
son image au lemme 7 et nous donnerons son degre´.
2.4 Description ge´ome´trique de quelques images
Nous de´terminons ge´ome´triquement les courbes de l’image du bord, de Ψ(R4d) et de Ψ(R
3
d).
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Remarque 10. Nous pouvons de´crire ge´ome´triquement la correspondance entre les formes
quadratiques de Sd contenant Cd et les courbes de degre´ d − 2 de P(S2). Soit Q une forme
quadratique de Sd contenant Cd et de´finissons la courbe de S
2Cd suivante :
C(Q) = {(p, q) ∈ S2Cd / la droite (pq) est isotrope pour Q}
La varie´te´ S2Cd est canoniquement isomorphe a` S
2
P
1 et le morphisme :
C : P(S2Sd−2) −→ P(S
d−2S2)
Q 7→ C(Q)
est la description ge´ome´trique de la loi de re´ciprocite´ de Hermite. Ainsi si nous conside´rons Φ
comme a` valeur dans P(S2Sd−2), nous avons Ψ = C ◦Φ. En effet, soit ψ une projection de P(Sd)
dans P(Λ2V ). Les droites Lp et Lq correspondant aux images de p et q se coupent si et seulement
si la droite (ψ(p)ψ(q)) est contenue dans G ce qui signifie exactement que (pq) est isotrope pour
Q.
Lemme 7. L’image de Rd′ × P(Sd−d′) est forme´e des courbes re´union d’une courbe de degre´
d′− 2 de Ψ(Rd′) et des d− d
′ tangentes a` la conique C0 de´finies par l’e´le´ment de P(Sd−d′). Elle
est de degre´ 2d−d
′(d+3d′−11
d−d′
)
i(d′) pour d ≥ 5.
De´monstration : Si ψ est dans le bord de Rd, disons que ψ = (ψ
′, ξ) ∈ Rd′ × P(Sd−d′),
alors ψ se factorise par ξ ce qui impose (voir le lemme 6) que le noyau de la forme quadratique
Q = Φ(ψ) rencontre Cd selon les d − d
′ points de´finis par ξ. Si p est un tel point, alors pour
tout q ∈ Cd la droite (pq) est isotrope pour Q. Ainsi les paires (p, q) pour tout q ∈ Cd sont dans
C(Q). Le lieu singulier abstrait contient donc les tangentes a` la conique canonique de´finies par
ξ. La composante restante est de´finie par ψ′ et est un e´le´ment de Ψ(Rd′).
Re´ciproquement, si la courbe C(Q) contient les droites tangentes a` C0 de´finies par un e´le´ment
ξ ∈ P(Sd−d′), alors pour tout point p de´fini par ξ, nous savons d’apre`s la remarque pre´ce´dente
que pour tout q ∈ Cd la droite (pq) est isotrope pour Q. Ceci est e´quivalent a` dire que p est
dans le noyau de Q. Il suffit alors de prendre une isome´trie de Sd/KerQ dans Λ
2V pour trouver
un e´le´ment de Rd′ × P(Sd−d′) qui s’envoie sur la courbe C(Q).
La fibre des courbes contenant une droite tangente n’est pas contenue dans le bord de Rd.
Par exemple si f est un e´le´ment de U4 tel que f(P
1) rencontre le sommet du coˆne CΥ4(f) alors
son lieu singulier abstrait contient une droite tangente a` C0.
Pour calculer son degre´, il suffit de calculer le nombre de courbes de ce ferme´ qui passent
par d+ 3d′ − 11 points en position ge´ne´rale. Mais on connait le degre´ de Ψ(Rd′) dans la varie´te´
des courbes de degre´ d′ − 2, c’est i(d′) (il repre´sente le nombre de courbes de ce type passant
par 4d′ − 11 points). Pour de´terminer une courbe passant par 3d′ + d − 11 points il suffit d’en
choisir d − d′ (
(
d+3d′−11
d−d′
)
possibilite´s) qui nous donnent les tangentes (2d−d
′
possibilite´s) et les
4d′ − 11 autres nous de´finissent i(d′) courbes de degre´ d′ − 2 dans l’ensemble voulu. Le degre´
recherche´ est donc 2d−d
′(d+3d′−11
d−d′
)
i(d′).
Si d = 4, la varie´te´ R3 ne ve´rifie plus les conditions pre´ce´dentes. La dimension du bord de
R4 est 18, celle de son image est 3 et son degre´ est 6.
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Lemme 8. L’image par Ψ de R4d(a) est contenue dans la varie´te´ des courbes re´union d’une
courbe de Pa−1 et d’une courbe de Pd−a−1.
De´monstration : Il suffit de ve´rifier ce lemme sur l’ouvert U4 de R
4
d et meˆme sur l’ouvert
de R4d(a) des courbes ne passant pas par le sommet du coˆne. Si f ∈ R
4
d(a), le sommet du coˆne
Υ(f) est une droite de P(V ). Notons W le quotient de dimension 2 de V qui la de´finit et NW le
sous-espace de dimension 2 de V correpondant.
Le quotient L de la fle`che NW⊗OP1 −→ f
∗Q est localement libre de rang 1 si f(P1) ne
passe pas par le sommet (voir preuve de la proposition 8). Par ailleurs, ce faisceau de´crit la
trace des ge´ne´ratrices sur la droite P(W ). Son degre´ est donc donne´ par le degre´ de f(P1) sur le
premier facteur de la quadrique QP(W ) qui s’identifie a` P(W ) × P(NˇW ). Ainsi L est isomorphe
a` OP1(a). Nous avons donc un quotient naturel Sa de H
0(f∗Q) (dont le noyau est Sd−a) tel que
l’application line´aire V −→ H0(f∗Q) −→ Sa se factorise par W .
Soient N le noyau et Q le conoyau de la fle`che de V⊗OP(S2) dans Ka (voir notations) de´duite
de la compose´e pre´ce´dente, le faisceau R de support le lieu singulier abstrait est donne´ par la
suite exacte :
0 −→ N −→ Kd−a −→ R −→ Q −→ 0
Mais l’image de V⊗OP(S2) dans Ka est W⊗OP(S2) donc Q est donne´ par :
0 −→W⊗OP(S2) −→ Ka −→ Q −→ 0
et N = NW⊗OP(S2). Ainsi Q a pour support une courbe de Pa−1. Enfin, le noyau de l’application
de R dans Q est donne´ par le conoyau de la fle`che NW⊗OP(S2) −→ Kd−a ce qui nous dit que
son support est une courbe de Pd−a−1.
Si l’e´le´ment f de R4d(a) est tel f(P
1) passe par le sommet du coˆne, alors le conoyau de la
fle`che Na⊗OP1 −→ f
∗Q est un faisceau ayant de la torsion et la courbe de Pd−a−1 se de´compose
en une courbe de Pd′−a−1 et les d− d
′ droites tangentes a` la conique de´termine´es par les points
de torsion de ce faisceau.
Lemme 9. La varie´te´ Pn est un ferme´ irre´ductible et re´duit de dimension 2n et de degre´ l(n)
de P(SnS2).
De´monstration : Les courbes de degre´ n en relation de Poncelet avec la conique canonique
sont donne´es par les pinceaux de sections de H0Kn+1. Elles s’identifient ainsi a` Grass(2, Sn+1)
dans P(Λ2Sn+1) = P(S
nS2) et forment donc une varie´te´ irre´ductible et re´duite de dimension 2n
et de degre´ :
l(n) =
(
2n+1
n+1
)
2n+ 1
=
(2n)!
n!(n+ 1)!
.
Proposition 12. Les varie´te´s R4d(a) et R
4
d(d−a) ont la meˆme image par Ψ, elle est irre´ductible,
re´duite et isomorphe a` Pa−1 ×Pd−a−1. Son degre´ est m(a, d) que l’on calculera.
L’image re´duite de R3d(a) est isomorphe a` Pa−1×P(Sd−2a) et est forme´e des courbes re´union
de d−2a tangentes a` C0 et d’une courbe de Pa−1 compte´e deux fois. Elle est de degre´ 2
d−2al(a−1).
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De´monstration : Les varie´te´s R4d(a) et R
4
d(d − a) e´tant irre´ductibles re´duites et e´change´es
par dualite´, elles ont la meˆme image par Ψ qui est irre´ductible et re´duite. De plus, cette image
est de dimension 2d−4. On a vu au lemme 8 que cette image est contenue dans Pa−1×Pd−a−1.
Le lemme pre´ce´dent nous permet de conclure a` l’e´galite´.
On peut calculer le degre´ m(a, d) de l’image de R4d(a) : il suffit de calculer le nombre de
courbes re´union d’une courbe de Pa−1 et d’une courbe de Pd−a−1 passant par 2d − 4 points.
On choisit 2a − 2 points ((2d−42a−2) choix) et par ces points il passe l(a − 1) courbes de Pa−1,
par les 2d − 2a − 2 points restant il passe l(d − a − 1) courbes de Pd−a−1. Le degre´ est donc
m(a, d) = (2d−42a−2)l(a− 1)l(d − a− 1) sauf dans le cas particulier ou` a =
d
2 car on a compte´ deux
fois chaque situation et m(d2 , d) =
1
2(
2d−4
d−2)l(
d
2 − 1)
2.
La construction du lemme 8 est encore valable pour une courbe de R3d(a). Le conoyau de
la fle`che de W⊗OP(S2) dans Ka est le meˆme et donne une courbe X ∈ Pa−1. La fle`che de
NW⊗OP(S2) dans Kd−a se de´compose en Wˇ⊗OP(S2) −→ Ka −→ Kd−a ce qui nous donne la
courbe X une deuxie`me fois (conoyau de Wˇ⊗OP(S2) −→ Ka) et d − 2a droites tangentes a` C0
(conoyau de Ka −→ Kd−a). On conclue par irre´ductibilite´ car l’image de R
3
d(a) et la varie´te´
Pa−1 × P(Sd−2a) ont la meˆme dimension.
Remarque 11. Une surface ge´ne´rale a pour lieu singulier abstrait une courbe non singulie`re.
En effet, l’image de R4d(1) est Pd−2. Or il existe des courbes lisses dans Pd−2, par ge´ne´ralisation
on a le re´sultat.
Proposition 13. Une surface est dans R4d(a) si et seulement si son lieu singulier est re´union
d’une droite a-uple et d’une courbe de degre´ 12(d − a − 1)(d + a − 2) et celui de sa duale est
re´union d’une droite (d− a)-uple et d’une courbe de degre´ 12 (a− 1)(2d − a− 2).
De´monstration : Avec les notations ci-dessus la droite P(NˇW ) est multiple pour la duale. La
multiplicite´ de cette droite est le nombre de ge´ne´ratrices de la surface contenues dans le plan
correspondant a` un point de P(NˇW ). Ceci revient a` calculer, pour un sous-espace vectoriel C de
dimension 1 de NW donne´ le nombre de points de P
1 tels que la fle`che induite C⊗OP1 −→ f
∗Q
soit nulle. Si f est dans R4d(a), cette fle`che se factorise par OP1(d−a) (car NW⊗OP1 se factorise
par ce faisceau) il suffit donc qu’elle s’annule dans OP1(d−a). On a donc d−a tels points. Ainsi
la duale a une droite (d− a)-uple.
De plus la duale Sˇ d’une surface S de R4d(a) est dans R
4
d(d− a). Nous savons donc que (Sˇ)ˇ
a une droite a-uple. Ainsi S a une droite a-uple. Pour calculer le degre´ de la courbe re´siduelle,
il suffit d’utiliser les re´sultats de [KL].
Si le lieu singulier abstrait contient une courbe de Pn alors les n + 1 points de la conique
de´finissant un polygoˆne associe´ correspondent a` n + 1 ge´ne´ratrices de la surface qui se coupent
deux a` deux. Ceci n’est possible que si elles sont concourrantes ou coplanaires. On a alors une
courbe (n+ 1)-uple sur la surface ou sa duale. Si on a une droite (n+ 1)-uple sur la surface ou
sa duale, le lieu singulier abstrait contient alors une courbe de Pn.
Re´ciproquement, si on a une surface dont le lieu singulier ve´rifie les hypothe`ses de la propo-
sition, alors son lieu singulier abstrait contient une courbe de Pa−1 (droite a-uple sur la surface)
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et une courbe de Pd−a−1 (droite (d − a)-uple de la duale). Pour une raison de degre´, le lieu
singulier abstrait est re´union de ces deux courbes. Le lieu singulier de cette surface est donc
(proposition 12) contenue dans Ψ(R4d(a)). Cependant, nous savons (proposition 4) que la fibre
au dessus d’un point de Ψ(R4d(a)) a deux composantes irre´ductibles, l’une contenue dans R
4
d(a)
l’autre dans R4d(d− a). Comme la surface contient une droite a-uple elle est dans R
4
d(a).
Remarque 12. Si f ∈ R4d(a)∩R
4
d(d−a) alors f(P
1) est trace´e sur une quadrique L1×L2 de G
de´finie par deux droites L1 et L2 de P(V ) (c’est l’ensemble des droites qui rencontrent les deux
droites). La courbe f(P1) est de bidegre´ (a, d−a) sur la quadrique. Elle a donc (a−1)(d−a−1)
points doubles. La surface est alors autoduale et son lieu singulier est re´union de la droite a-uple
L1 de la droite (d− a)-uple L2 et des (a− 1)(d − a− 1) ge´ne´ratrices correspondant aux points
doubles.
2.5 E´tude des surfaces de degre´ 5
Nous de´crivons ici les fibres du morphisme M(d)
Ψ
−→ P(Sd−2S2) de fac¸on ge´ome´trique dans
le cas des surfaces de degre´ 5. Ceci nous permet de retrouver des re´sultats de [P1] sur la position
relative d’une cubique et d’une conique.
NotonsMs(5) l’image dansM(5) de l’ouvert des points stable, Ψ(Ms(5)) s’identifie a` q6∪q5.
Proposition 14. La fibre de l’application Ms(5)
Ψ
−→ q6∪q5 au dessus d’une cubique est donne´e
par les triangles de Poncelet associe´s a` la cubique.
De´monstration : Les surfaces de Ms(5) sont de type 2 : les surfaces de type 1 ou dont la
duale est de type 1 sont toutes dans R45 (voir corollaire 4). Le faisceau R de´finissant le lieu
singulier abstrait est alors le conoyau du morphisme injectif V⊗OP(S2) −→ K2 ⊕K3. De plus,
le morphisme canonique (invariant sous le groupe G2) de V dans H
0K2 est ne´cessairement
surjectif. Ainsi on a la suite exacte :
0 −→ N −→ K3 −→ R −→ 0 (∗)
ou` le faisceau N est OP(S2)(−1)⊕OP(S2) (le faisceau V⊗OP(S2) est une extension non triviale de
K2 par N). Ceci nous de´finit une section de K3 (c’est l’intersection V ∩H
0K3 dans K2 ⊕K3)
qui nous permet d’e´crire la suite exacte :
0 −→ OP(S2)(−1)
C
−→ IZ(2) −→ R −→ 0 (∗∗)
ou` Z est la re´union des sommets d’un triangle dont les coˆte´s sont tangents a` C0 et C est l’e´quation
de la cubique support de R.
Ainsi, a` toute surface S de Ms(5) on associe la cubique Ψ(S) et le triangle de Poncelet
associe´ a` Ψ(S) de´fini par la section V ∩H0K3 de K3 (qui est invariante sous l’action de G2).
Re´ciproquement, si on a une cubique C et un triangle de Poncelet associe´ de sommets Z,
alors la suite exacte (∗∗) permet de retrouver le faisceau R. Pour retrouver le sous-espace vec-
toriel V de H0(K2 ⊕ K3), il suffit de de´finir un morphisme de K2 ⊕ K3 dans R (V sera le
noyau sur les sections). De tels morphismes prolongeant celui de K3 dans R de´fini par C et
Z (suite exacte (∗)) sont parame´trise´s par Hom(K2, R). Cet espace vectoriel est extension de
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Ext1(K2,OP(S2)(−1)) = S0 par Hom(K2,K3) = S1. Le sous-groupe unipotent de G2 est isomor-
phe a` S1 et agit transitivement sur Hom(K2,K3). Le quotient G2/S1 qui est alors isomorphe a`
C
∗ agit par homothe´ties sur Ext1(K2, N). Ainsi le groupe G2 a deux orbites dans Hom(K2, R)
dont l’une est le vecteur nul. Comme V⊗OP(S2) est une extension non triviale de K2 par N ,
cette orbite ne peut convenir. L’autre orbite sous G2 nous de´fini un e´le´ment de la fibre de C.
Corollaire 7. Il existe exactement deux triangles de Poncelet associe´s a` une cubique ge´ne´rale
de P(S2). Il existe une hypersurface de degre´ 6 de P(S
3S2) telle que la cubique ge´ne´rale a un
unique triangle de Poncelet associe´. Il existe trois ferme´s irre´ductibles de codimension 3 et de
degre´s 5, 30 et 12 de P(S3S2) tels que la cubique ge´ne´rale a une infinite´ de triangles associe´s.
De´monstration : On sait que la fibre de l’application de M(5) dans P(S3S2) est donne´e
par deux points au dessus de q6, un seul au dessus de q5 et une infinite´ de points au dessus
de q4. La proposition pre´ce´dente permet de trouver les deux premiers cas. De plus l’image de
R45 est forme´e de deux composantes : P3 et les courbes re´union d’un e´le´ment de P2 et d’une
droite. Ces deux types de courbes ont une infinite´ de triangles associe´s et forment deux ferme´s
de codimension 3 de degre´s 5 et 30. Enfin l’image du bord de R5 est forme´ des courbes re´union
d’une conique et d’une droite tangente a` C0. Il y a une infinite´ de triangles associe´s a` ces courbes.
Cette varie´te´ est de degre´ 12.
2.6 Une parame´trisation birationnelle de l’image de Ψ
Dans ce paragraphe, nous donnons une parame´trisation birationnelle de l’image de Ψ qui per-
met de montrer que l’image est rationnelle. Nous de´crivons explicitement cette parame´trisation.
Proposition 15. Si d est pair, l’image de Ψ est birationnelle a` la varie´te´ des formes quadra-
tiques de rang 4 de Sd−2.
De´monstration : Supposons que d vaut 2n. Conside´rons l’ouvert R2n,n ∩R
′
2n,n. Si f est un
e´le´ment de cet ouvert alors f∗K et f∗Q s’identifient a` U⊗OP1(−n) et W⊗OP1(n) (ou` U et W
sont des espaces vectoriels de dimension 2). La condition de parite´ est indispensable pour que
f∗K et f∗Q aient ces de´compositions.
Fixons U et W , nous allons montrer que l’image de Ψ est birationnelle au bon quotient
de PHom(W⊗Uˇ , Sd−2) par PGL(U) × PGL(W ). Cet espace projectif est isomorphe a` l’espace
PExt1(W⊗OP1(n), U⊗OP1(−n)). Ses points semi-stable pour l’action de PGL(U) × PGL(W )
sont de´finis par la surjectivite´ des morphismes W ⊗ Sd−2 −→ U et Uˇ ⊗ Sd−2 −→ Wˇ .
Un e´le´ment de PExt1(W⊗OP1(n), U⊗OP1(−n)) de´finit un faisceau F de rang 4 sur P
1. Le
faisceau F est trivial si et seulement si la fle`che W⊗Sn−1 −→ U⊗Sn−1 est un isomorphisme (ce
qui de´crit un ouvert plus petit que celui des points semi-stables). Nous pouvons appliquer la
construction de la de´finition 2 sur cet ouvert pour construire une courbe X de degre´ d − 2 de
P(S2). En identifiant F a` V⊗OP1 , nous constatons que l’e´le´ment deR2n,n∩R
′
2n,n ainsi de´fini aX
pour image par Ψ. Nous avons donc construit un morphisme qui a une extension triviale associe
la courbe X (voir remarque 13 pour une description explicite). Elle est e´videment invariante
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sous PGL(U) × PGL(W ), et nous donne une application rationnelle pi du bon quotient de
PHom(U⊗Wˇ , Sd−2) par PGL(U)× PGL(W ) dans l’image de Ψ.
Re´ciproquement, la donne´e de f dans R2n,n ∩ R
′
2n,n de´finit la classe modulo l’action de
PGL(U)× PGL(W ) de l’extension suivante :
0 −→ U⊗OP1(−n) −→ V⊗OP1 −→ W⊗OP1(n) −→ 0
qui est un e´le´ment de PExt1(W⊗OP1(n), U⊗OP1(−n)). Le fait que le terme central est trivial
impose que la fle`che W⊗Sn−1 −→ U⊗Sn−1 de´duite de l’extension est un isomorphisme. On a
donc une extension semi-stable. L’application qui a f associe la classe de cette extension modulo
PGL(U)×PGL(W ) est donc a` valeur dans le bon quotient. De plus, elle est e´videment invariante
sous PGL(V ) et par dualite´ (identification entre U et Wˇ ). Ainsi elle se factorise par l’image de
Ψ (au moins sur l’ouvert des points stables). Ceci nous montre que l’application rationnelle pi
est ge´ne´riquement bijective. La normalite´ de Ψ(Rd) permet de conclure ces deux varie´te´s sont
birationnelles.
Enfin le quotient pre´ce´dent est birationnel a` la varie´te´ des formes quadratiques de rang 4 de
Sd−2. En effet, notons q
′ la forme quadratique de rang 4 sur W⊗Uˇ et conside´rons l’application
suivante :
Hom(W⊗Uˇ , Sd−2) −→ S
2Sd−2
ψ 7→ ψq′
t
ψ
L’image de ce morphisme est la varie´te´ des formes quadratiques de rang au plus 4 et la fibre
ge´ne´rale du morphisme induit sur les espaces projectifs est PGL(U) × PGL(W ). Le quotient
est donc birationnel a` la varie´te´ des formes quadratiques de rang 4.
Corollaire 8. L’image de Ψ est rationnelle
Remarque 13. Nous pouvons calculer explicitement le morphisme pi de´crit dans la proposition
pre´ce´dente. En effet, soit ϕ un e´le´ment ϕ de PHom(U⊗Wˇ , Sd−2). L’image de pi est donne´e par
le de´terminant de la compose´e suivante : W⊗Sn−2⊗S2 −→ W⊗Sn
ϕ
−→ U⊗Sn−2 vue comme
matrice de taille 2(n − 1)× 2(n − 1) a` coefficients dans S2.
Conside´rons ϕ comme une matrice (ai,j)(i,j)∈[1,2]×[1,2] a` coefficients dans Sd−2 (les polynoˆmes
de degre´ d−2 en deux variables). Si Q est un e´le´ment de Sk, notons dQ l’application Sx+k −→ Sx
de´finie par Q (qui vient de Sx+k⊗Sk −→ Sx). Alors l’image de ϕ par pi est donne´e par le
de´terminant de la matrice 2(n − 1) × 2(n − 1) donne´e comme une matrice 2 × 2 dont les blocs
sont :
(
(dxk+ly2n−4−(k+l)(ai,j))(k,l)∈[0,n−2]×[0,n−2]
)
(i,j)∈[1,2]×[1,2]
pour plus de de´tails sur les calculs
dans les repre´sentations de SL2 voir [SP].
Remarque 14. Conside´rons l’espace projectif P(S2Sd−2) comme celui des formes quadratiques
sur Sd qui contiennent la courbe rationnelle normale Cd (cf. remarque 7), soit Q une telle forme
quadratique, supposons que Cd ne rencontre pas le lieu singulier de Q. Notons Q0 le lieu lisse
de Q, le fibre´ tangent TQ0(1) est muni d’une forme quadratique de rang e´gal a` rg(Q)− 2.
Supposons maintenant que d est pair, alors un e´le´ment ge´ne´ral Q de P(S2Sd−2) ve´rifie le
fait que TQ0(−1)|Cd est trivial et on a une identification Sd−2 −→ H
0TQ0(−1)|Cd . Ce n’est plus
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vrai si d est impair. Ainsi, dans le cas pair nous avons de´fini une application rationnelle p de
P(S2Sd−2) l’espace des formes quadratiques de Sd contenant la courbe rationnelle normale vers
P(S2Sd−2) l’espace des formes quadratiques de Sd−2. De plus, l’image d’une forme quadratique
de rang k est une forme quadratique de rang k − 2.
Remarquons enfin que dans le cas des formes quadratiques de rang 6, l’application rationnelle
p est la re´ciproque de l’application rationnelle pi de la proposition 15. Elle est donc birationnelle.
De meˆme dans le cas des rang infe´rieurs a` 6, les isomorphismes exceptionnels permettent de
montrer que p est birationnelle. Je ne sais pas si c’est le cas en ge´ne´ral.
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